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摘要: 提出并证明了非线性系统采用闭环 PD型学习律时迭代学习控制的收敛充分条件、必要条件

和充分必要条件, 并指出其收敛性仅与 D型学习增益有关,而与 P型学习律的学习增益无关,且收

敛性与状态方程的具体形式无关�
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引言

本文研究采用闭环 PD 型学习律时迭代学习控制的收敛性.所研究的动态方程
[ 1-2]
为

�x( t ) = f ( t , x ( t ) ) + D( t ) u ( t ) ,

y ( t ) = C( t ) x( t ) ,
( 1)

在第 k 次运行时,系统的动态方程表示为

�xk ( t ) = f ( t , xk ( t ) ) + D ( t ) uk ( t ) ,

y k ( t ) = C( t ) xk ( t ) ,
( 2)

输出误差为

ek ( t ) = yd ( t ) - yk ( t ) , ( 3)

闭环 PD型学习律为

uk+ 1 ( t ) = uk ( t ) + �P�ek+ 1 ( t ) + �D�ek+ 1 ( t ) . ( 4)

令

�xk ( t ) = xd ( t ) - xk ( t ) ,

�yk ( t ) = yd ( t ) - yk ( t ) ,

�uk ( t ) = ud ( t ) - uk ( t ) ,

( 5)

其中 x � Rn + 1
, y � R

m+ 1
, u � Rr + 1

, f、g、C、D 为适当维数的向量或矩阵, xd、ud、yd 为期望轨迹

上的状态、控制和输出, �P 为 P型学习增益, �D 为 D型学习增益�

若被控对象式( 1)的结构与参数均未知,要求在时间 t � [ t o , T ]内系统输出 y ( t )精确地跟

踪期望输出 yd ( t )� 闭环 PD型学习控制收敛性问题研究在采用式( 4)的学习律下,当系统学习

次数 k � � 时,满足什么样的条件下,输出误差在时间区间[ 0, T ]内一致地趋于零
[ 3-4]�
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本文给出并证明了式( 1)中的函数 f 为一类非线性函数时的闭环 PD型迭代学习控制的收

敛条件: 当 ( I + �D ( t ) C ( t ) D ( t )
- 1
的谱半径小于 1 时, 系统收敛到期望输出, 且

( I + �D ( t ) C( t ) D( t ) )
- 1 � t= 0的谱半径小于 1是系统收敛的必要条件;当 �D、C、D 为常数时,

( I + �DCD)
- 1
的谱半径小于 1是系统收敛的充分必要条件 �

1 � 预备数学知识

定义 � 设 X为 Banach空间,有界线性算子 S : X �X的谱为

�( s) = { ���I-S 不是 1 � 1映满的} ,

其谱半径定义为

�( s ) = sup{ ���� �( s) � } .
引理 1 � 设常数序列{ bk } k�0 ( bk�0 )收敛到零,算子 Qk : Cr [ 0, T ]满足:

�Q( u) ( t ) � � M ( bk+ �
t

0
� u( s ) �ds ) ,

其中 M �1为常数, Cr [ 0, T ]的定义如上, 且 r 维向量取最大值范数,设 P( t )为 r � r 维连续函

数矩阵,令 P: Cr [ 0, T ] �C r [ 0, T ]为

P( u) ( t ) = P( t ) u( t ) ,

若 P之谱半径小于 1,则

lim
n � �

( P+ Qn ) ( P+ Qn- 1 ) �( P+ Q0 ) ( u) ( t ) = 0,

对于 t 一致地成立.

引理 2 � 假定算子 Q: Cr [ 0, T ] � Cr [ 0, T ]满足下列条件:

1) �Q( x ) ( t ) � � M ( q+�
t

0
� x( t ) �ds) , � �x � Cr [ 0, T ] , � t � [ 0, T ] ,

2) �Q( x) ( t ) - Q( y ) ( t ) � � M�
t

0
� x( s) - y ( s) �ds, � �x , y � Cr [ 0, T ] , � t � [ 0, T ] ,

其中 M、q 为非负常数,则有如下两个结论:

( a) �y � Cr [ 0, T ] ,存在唯一的 x � Cr [ 0, T ] , 使得

x ( t ) + Q( x ) ( t ) = y( t ) , � � t � [ 0, T ] .
( b) 定义算子 Q: Cr [ 0, T ] � Cr [ 0, T ]为

Q( y ) ( t ) = Q( x) ( t ) , � �y � Cr [ 0, T ] ,

其中 x � Cr [ 0, T ]是由( a)定义的唯一解,则存在 M1> 0,使得

�Q( y ) ( t ) � � M1 ( q+�
t

0
�y ( s ) �d s) .

2 � 闭环 PD型迭代学习控制收敛性

定理 � 设被控系统动态方程如式( 1) ,且 t � [ 0, T ] , 满足下列条件:

� ) f ( t , x)对于 x 满足 Lipschitz条件.即存在 M> 0, 使得

�f ( t , x1 ) - f ( t , x2 ) � � M �x1- x2 � , � � t � [ 0, T ] , �x1 , x2 � R
n
.

� ) 每次运行时的初始状态误差{ �xk ( 0) } k�0为一收敛到零的序列.

� ) 存在唯一的理想控制 ud ( t ) , 使得系统的状态和输出为期望值.
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� ) 在 t � [ 0, T ]中 �C ( t )存在,且 D ( t ) , C ( t ) , �C ( t )有界.

� ) ( I+ �D ( t ) C( t ) D ( t ) )
- 1
对于 � t � [ 0, T ]存在.

若取迭代学习律为式( 4)所示闭环PD型学习控制,则对于任意给定的初始控制 u0 ( t )及每

次运行的初始状态 xk ( 0) , 所得的序列{ xk ( t ) } k�0 , { yk ( t ) } k�0 , { uk ( t ) } k�0对 t 一致地收敛到

xd ( t ) , yd ( t ) , ud ( t ) ,的充分条件为谱半径

�[ I+ �D ( t ) C ( t ) D( t ) )
- 1
] < 1, � � t � [ 0, T ] � ( 6)

其必要条件为

�[ I+ �D ( t ) C( t ) D( t ) )
- 1
] | t= 0< 1, ( 7)

若 �D、C、D为常数时, �[ ( I+ �DCD)
- 1
] < 1是系统收敛的充分必要条件.

证明 � 令

f 1 ( t , x( t ) ) = f ( t , xd ( t ) ) - f ( t , xd ( t ) - x( t ) ) , � �x � Rn
, ( 8)

由式( 2)、( 3)、( 4)、( 5)、( 8)得到

��xk ( t ) = f 1 ( t , �xk ( t ) ) + D( t ) �uk ( t ) ,

�yk ( t ) = C ( t ) �xk ( t ) ,

�uk+ 1 ( t ) = �uk ( t )-�p ( t ) �yk+ 1 ( t ) - �D ( t ) ��yk+ 1 ( t ) ,

( 9)

由上式有

��y k+ 1 ( t ) = �C ( t ) �xk+ 1 ( t ) + C ( t ) f 1 ( t , �xk+ 1 ( t ) ) + C( t ) D( t ) �uk+ 1 ( t ) ,

于是由条件� )、� )有

� � � �uk+ 1 ( t ) = ( I+ �D ( t ) C ( t ) D( t ) )
- 1
�uk ( t ) -

( I+ �D ( t ) C ( t ) D( t ) )
- 1
( �p ( t ) C( t ) + �D ( t ) �C ( t ) ) �xk+ 1 ( t ) -

( I+ �D ( t ) C ( t ) D( t ) )
- 1
�D ( t ) C( t ) f 1 ( t , �xk+ 1 ( t ) ) . ( 10)

定义算子 Gk+ 1 : Cr [ 0, T ] � Cr [ 0, T ]为

Gk+ 1 ( �uk + 1 ) ( t ) = ( �P ( t ) C( t ) + �D ( t ) �C ( t ) ) �xk + 1 ( t ) + �D ( t ) C( t ) f 1 ( t , �xk+ 1 ( t ) , ( 11)

其中 �xk ( t ) ,为式( 9)方程 1当 �uk ( t )给定时的解.

于是由式( 11) ,式( 10)可以写成

�uk+ 1 ( t ) + ( I+ �P ( t ) C( t ) D( t ) )
- 1
Gk+ 1 ( �uk+ 1 ) ( t ) = ( I + �P ( t ) C ( t ) D( t ) )

- 1
( �uk ) ( t ) . ( 12)

下面对 Gk+ 1进行估计,若 �xk ( t )为式( 9)当 �uk ( t )给定时的解,则

�xk ( t ) = �xk ( 0) +�
t

0
f 1 ( s, �xk ( s) ) ds +�

t

0
D( s) �uk ( s ) ds.

两边取范数,则

��xk ( t ) � = ��xk ( 0) +�
t

0
f 1 ( s , �xk ( s ) ) ds +�

t

0
D( s) �uk ( s) ds � �

��xk ( 0) � + ��
t

0
f 1 ( s , �xk ( s ) ) ds � + ��

t

0
D( s) �uk ( s ) ds �.

由条件� )和 Bellman-Gronwell引理知,存在 M1> 0,使得

��xk ( t ) � � M1 ( ��xk ( 0) � +�
t

0
�D( s ) �uk ( s) �ds ) ,

由条件� )、� )、� )、式( 11)和上式知, 存在常数 M 2 �1,使得
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�Gk+ 1 ( �uk+ 1 ) ( t ) � � M2 ( ��xk+ 1 ( 0) � +�
t

0
��uk+ 1 ( s ) �d s) . ( 13)

设 w, v � C r [ 0, T] ,则

� � � � �Gk+ 1 ( w) ( t ) - Gk+ 1 ( v) ( t ) �=

�( I+ �D ( t ) C( t ) D( t ) )
- 1
( �P ( t ) C( t ) + �D ( t )�C ( t ) ) ( xw ( t ) - x v ( t ) ) +

�D ( t ) C( t ) ( f 1 ( t , xw ( t ) ) - f 1 ( t , xv ( t ) ) ) � �

�( I+ �D ( t ) C( t ) D( t ) )
- 1 ��� �P ( t ) C( t ) + �D ( t )�C ( t ) ���xw ( t ) - x v ( t ) �+

� �D ( t ) C ( t ) ���f 1 ( t , xw ( t ) ) - f 1 ( t , xv ( t ) ) �, ( 14)

其中 xw , xv 分别为动态方程( 1)在初态 xw ( 0) = xv ( 0)控制 u 取w和 v 时的解,故有

d
dt
( xw ( t ) - x v ( t ) ) = f ( t , xw ( t ) ) - f 1 ( t , x v ( t ) ) + D( t ) ( w( t ) - v( t ) ) ,

xw ( 0) = x v ( 0) .

由上式可以得到

�xw ( t ) - xv ( t ) � ��
t

0
� ( f 1 ( s, xw ( s ) ) - f 1 ( s, xv ( s) ) ) �ds +

�
t

0
�D ( s) � � �w( s ) - v ( s) �ds. ( 15)

由条件� ) , � ) ,式( 8)、( 15)及 Bellman-Gronwell引理知, 存在 M 3> 0使得

�xw ( t ) - xv ( t ) � � M3�
t

0
�w ( s) - v( s) �ds , ( 16)

由式( 14)、( 16)知,存在 M4> 0使得

�Gk+ 1 ( w ) ( t ) - Gk+ 1 ( v ) ( t ) � � M4�
t

0
�w( s ) - v( s) �ds, ( 17)

由式( 13)、( 17)可知 Gk+ 1满足引理 2 的两个条件, 则存在算子 Gk+ 1 , 定义 Gk+ 1 : Cr [ 0, T ] �

Cr [ 0, T ] :

Gk+ 1 ( u) ( t ) = ( I+ �D ( t ) C ( t ) D( t ) )
- 1
Gk+ 1 ( u) ( t ) .

根据引理 2存在算子 Qk+ 1 : Cr [ 0, T ] � Cr [ 0, T ] ,使

Qk+ 1 ( y ) ( t ) = Gk+ 1 ( u) ( t ) ,

其中 u 满足u( t ) + Gk+ 1 ( u) ( t ) = y ( t ) ,即存在算子 Qk+ 1 ,使 Gk+ 1 ( �uk+ 1) ( t )可用 �uk ( t )表示.

定义算子 P: Cr [ 0, T ] � Cr [ 0, T ]为

P( y ) ( t ) = ( I+ �D ( t ) C( t ) D( t ) )
- 1
u( t ) . ( 18)

定义算子 Qk+ 1 : Cr [ 0, T ] � Cr [ 0, T ] , 使

Qk+ 1 ( u) ( t ) = - Qk+ 1 ( Pu) ( t ) ,

则由以上定义的算子可将式( 12)写成

�uk+ 1 ( t ) = P�uk ( t ) - Gk+ 1 ( �uk+ 1 ) ( t ) = P�uk ( t ) - Qk+ 1 ( p�uk ) ( t ) =

P�uk ( t ) + Qk+ 1 ( �uk ) ( t ) = ( P+ Qk+ 1 ) ( �uk ) ( t ) =

( P+ Qk+ 1 ) ( P+ Qk ) �( P+ Q1 ) ( �u0 ) ( t ) . ( 19)

由引理2知,存在常数 Ms �1满足
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�Qk+ 1 ( u) ( t ) � � M s ( �x ( 0) � +�
t

0
�u ( s) �ds,

同理有

�Qk+ 1 ( �uk ) ( t ) � � M s ( ��uk ( 0) � +�
t

0
��uk ( s) �ds) . ( 20)

由式( 18)、( 19)、( 20)及引理1知,若 P 的谱半径满足

�[ ( I + �D ( t ) C( t ) D( t ) )
- 1
] < 1, � � t � [ 0, T ] ,

则 �uk+ 1 ( t ) �0对于一切 t 成立.由式( 5)可知{ uk ( t ) } k�0对 t 一致地收敛到 ud ( t ) . 且根据式

(5)、( 8)、( 9)及 Bellman-Gronwell引理知{ xk ( t ) } k�0{ yk ( t ) } k�0对 t 一致地收敛到xd ( t )、y d ( t ) .

充分性得证.

下面证明必要性:

取 �xk+ 1 ( 0) = 0 � � � � k�0,

由式( 14)、( 15)及算子 Qk+ 1、Qk+ 1的定义得

Qk+ 1 ( �uk ) ( 0) = 0, � � � �k �0, �uk � Cr [ 0, T ] ,

故由式( 19)和上式得

�uk+ 1 ( 0) = P( 0) �uk ( 0) + Qk+ 1 ( �uk ) ( 0) = P( 0) �uk ( 0) = ( P( 0) )
k+ 1
�u0 ( 0) , � � � k�0.

若 �[ ( I+ �D ( t ) C ( t ) D( t ) )
- 1
] �1,则存在 �u0 ( 0) � 0时, �uk+ 1 ( 0) = ( P ( 0) )

k+ 1
�u0 ( 0)不

趋近于0.故只有当 �[ I + �D ( t ) C( t ) D( t ) )
- 1
] < 1时, �uk+ 1 ( 0) � 0.必要性得证.

当 �D、C、D 为常数时,由以上证明过程显然有( I + �DCD)
- 1
的谱半径小于 1是系统收敛

的充分必要条件.由以上可见,系统( 1)采用闭环 PD型学习律,其收敛性仅与 D型学习律的学

习增益 �D 有关, 而与 P型学习律的学习增益 �P 无关, 且收敛性与状态方程的具体形式 f 无

关.

3 � 实例仿真

例
�x 1 ( t )

�x 2 ( t )
=

0 1

- ( 2+ 5t ) - ( 3+ 2t )
�

sin( x 1 ( t ) )

x 2 ( t )
+

0

1
u( t ) ,

y ( t ) = [ 0 � 1]
x 1 ( t )

x 2 ( t )
.

要求在时间区间[ 0, 1]内跟踪期望输出 yd ( t ) = 12t
2
( 1- t ) .

取闭环 PD型学习律,学习增益取值 �p = 15, �D= 20. 由定理给出的收敛条件知:

�[ ( I + �D ( t ) C( t ) D( t ) )
- 1
] = �[ ( 1+ 20)

- 1
] =

1
21

< 1.

取初始控制 u0= 0,图 1为系统输出与期望输出, 图 2为误差曲线,由误差曲线可以看出学

习到第4次以后输出轨迹己经十分接近期望轨迹(误差< 0. 01) .
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图 1� 系统输出与期望输出 � � � � � � � � � � � � � � � 图 2� 误差曲线 � � �

4 � 结语

证明了非线性系统采用闭环 PD型学习律时迭代学习控制的收敛充分条件、必要条件和充

分必要条件,并指出其收敛性仅与 D型学习律的学习增益有关,而与 P 型学习律的学习增益无

关,且收敛性与状态方程的具体形式无关.最后的具体实例仿真验证了本文的定理.
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A Closed-Loop PD-Type Iterative Learning Control Scheme

for Nonlinear Systems and Its Convergence
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Abstract:A closed- loop PD-type iterative learning control scheme for nonlinear systems is proposed in this

paper, and sufficient and necesary conditions for the convergence of the proposed learning scheme are giv-

en. The convergence of the proposed learning scheme is just related to D-type learning gain, and is inde-

pendent of P-type learning gain and the idiographic form of state functions.
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